Fiche n° 1. Fractions

Réponses

1
= 1
H pT I
7
L2Db) i | LB 19 ...
1.2C) i 9] L5 d) e 1.10a)............
—1
1 1.6a)...............
1.2d). oo - 2
) E nin+1) 1.10b)............
1.3a) oo 247 1.6 D) oo __ab
503 a—b 1.10¢) ..o
1.3b) o 3
1.6 C) ...................... 571 1.11 ..
112 ...
Corrigés
32 8x4 4
Lla)  5=8x5° 5
1.1 b) Ssxi*(2x4)3><—*23x43><i 2% x4=2°
42 2 42 -

12 < 10
11 7 12

125 _ 105
25 21

1.1 = = — =
o Faxo 3 x 28 5 =3
_o\2k+1 2k—1 _ _o\2k 2k -1 _ k 2k k
1.1 d) Ona:(2) x 3 :(2)><(2) x 37" x 3 :(2)><4 x 37 x 3 _ gy 332
4k x 3=k+1 4k x 37k x 3 4k x 32
2 1 2 1x4 4 —4 2 1
1.2 a) On met au méme dénominateur : Z—§—4§§—3§4—%—E=%:E=6
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2702727372><107 2x3 20 6 _20-6_14 _7Tx2 T
3 7773 10 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
36 15 36 15 5 36x15x5 12x3x5x3x5 3x3 9
— X —=Xb=—X-—=X—-= = = =2 =09,
25 12 25 12 1 25x12x1 FxbHx12x1 1 1
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :
2 6 2 5 2 5 2x5 2x5 1
—E (R = x ()= x 2= 20 o -1
15 5 15 6 15 6 15x6 3x5x2x3 9
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1 1 2X3XxbXT7T 2x3x5xT7 2x3x5x7 2x3x5x7

= + + +

2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT7T+2Xx3xT7T+2x3x5=105+ 70+ 42+ 30 = 247.

Wl =
3y
~

(136 28 62) 21 (136 28 31) 7
- - X — = - + - X —
15 5 10 24 15 5 5 8
(B 8y I, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/78 15 "8 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 78 — 25° x 492 510 x 78 — 510 x 74 59 x 71 -7 5x(=6) —10

(125 x T)3 4+ 52 x 143 59 x T3 4+59 x 73 x 23 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x 197941980 x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21+1 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
C1979x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 - 1979 x 2 0 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
05-%+d , 05-3+i-02_3-fed i-i+i-d
5_ 5 5 T_ 77 5_ 5 5 T_ 71 _ 7
s-mtew 51tz =35 sty s-1t3—3
_3e-wrta)  s-gti-3 3 116
(-hrd)  (E-frich 5 T ®
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2 022 2 022
Donc : = = =2 022.
(—2022)% + (—2 021)(2 023) _ (2022)%2 + (1 —2022) x (L +2022) (2 022)2 + 1 — 2 0222
1.5 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur
2 0217 B 2 0217
20202+2022° -2 (2021 —1)2+ (2021 + 1) —2
B 2 0217
720212 -2x2021 x 1+ 1420212 4+2x2021 x 1 +1—2
_ 2 0217 2 021 1

20212 _2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 c) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

Done . 1235 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
" 1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1 000, ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+ 2 et 4 002 = 2a + 2.

4 002 4a + 2 2(2a + 1) 2(2a + 1)
Donc : = = = = 2.
1000 x 1002 —999 x 1 001 ala+2)—(a—1)(a+1) a?+2a — (a® —1) 2a+1
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1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

1.6 b) On rappelle la formule : a®> — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® —b® (a+b)2_(a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b27a2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\{1,2}, on a :

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?%  6(n+1) L =1 3
2n+2 ~ n(n-1)(2n-2) 2n+2  2n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... nz
" N G B . ;
1.7 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —|—1):n +n.
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x64+5 5
1.8 Ont — = =4+ -.
a) n trouve — 5 +6
k k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_l— - —1+m.
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 —3+f2
1.9 Pour ¢t € R\{—1}, on a :
U S S ¢ & S 1+¢ it (1447 2t
Tl+2 (1402 +e)(1+0)2 A+2)1+1)2 0 1+e)A+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(141)* =2t
’ (14+82)(1+1)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 — =5=——
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impair, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

5 6
01 P = 10T
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 4+ 1) > (10° + 1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On re-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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Fiche n° 2. Puissances

Réponses

21a).... 10® 2.2b)........... 576 2.3b)......... 2.52) ..., il
2.1b) .o 2.20) .. 2.3¢)

2.1C) ... 102 2.2d)........ (=772 2.3d)....... 2.5Db) e T —2
2.1 d) ........ 1072 2.9 e) 2-4 a) .............. 21’

2.2f) ... 2.49) =0 .
— Ac) .
2.1f)....aln. 1078 2.3 a) ...... 25d)......... po—

Corrigés

3,32 3. 92 3. 92 3. 92
2.3 a) 2°-3 _ 2°-3 _ 2°-3 :2 3 93T . 3273 _
34.928 .61 34.98.9-1.3-1 34-1.98-1 33.97

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
8

(32 . (_2)4) _ 316 . 232 _ 238 . 326

((=3)3 - 23) -2 3-10.2-6 '

Q7 .66 9317 96 3—6  951—6 36
2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 : 95 9B — 32() giz — 36,91 — 21512 —

552121721257  (5-11)%-(11%)72.(5%)?  5%.1172
275-605-2-25% ~ 52.11-(112-5)=2.(52)4  58.11-3

, , _ 127215 (2%)7%.37%.3*.5*  27'.3%.5"
2.4 c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = ((52))2 o1 (32)- =9 i 385"

36°-70°-10%  20.3%.2°.5°.7°.2%2.5% 21%.30.57.7°

(—a)™ = a™ lorsque n est pair :

=11.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

a , ; . _ o6
2.4d) Meéme méthode que précédemment : 145 982 156 — 95.73 . 94.73.36 . 56— 97 .36 5675 — 27 . 5.
. . . R - . . x 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
z—1 z+1 22-1
rz+1)—2(z—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ P oz
(z—=1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—-1) (z+D(z—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+38 1
2.5b M thode : — = = =
) e e 2 @ -4 (2+2@-2) @+2@-2) z+2)(z-2) z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 22z T 20 z(w+1+z-1) 2x 2P —22 2z

x27x+x3+x2_x3fx m71+x+1_3c271_ (z—1D(z+1) (z4+D(x—-1) (z+D(x—-1) =z+1
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Fiche n° 3. Calcul littéral

B4 C) i (x+1)(z+2)
34d).......... 3<x+’7$/37> (m+7+6\/3>7>
34e)........ 2<x+341/ﬁ) <x+ ?Hr:{@)
34f) . —5(x —1) <x . é)
35a) i ‘(x—l—y—z)(x—i—y—i—z)‘
35 D) et | (142 + 3y)(—122 + 3y) |
8.5 C) (z+D(y+1)
35 d) i (x—1D(y—1)
B3.50) e (@ +y)(@+1)?]
3.5f) . (a® + %) (y — 422) (y + 42?)
36a). ... (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6Db) .. —8(2? +1)(z — 4)(z +4)
36C). i (m2—|—x+1)(x2—x+1)
36d) ... (a® + %) (* + d°)
36¢e)...... (a2—|—b2—|—02 —|—d2) (p2—|—q2 + 72 +52)

Réponses

3 1
3.1a) i 8x° 6x2+§x—§
31b)i ‘x5—2x4+x3—x2+2x—1‘
B1C) i ‘3:5 x3+r2—1‘
31d)...o ‘x5+2m4+x3—x2—2$—1‘
B1€) i ‘x fx3fx2+1‘
Bl f) ot 2?1
3.28). |—2+ 120 — 172% + 8% — 3|
B.2b)
3.2C) i ’27x+x37x47x5‘
32d). |—1— 32— 3" +4°
8:200) i
3.26) . 1420 +30% + 22° + 2
B.38) —6(6z +7)
3.3 D) e 452 + 4)(~5x + 1) |
3.3C) i 2(3z — 4)(10z + 3) |
3.3d). |—8(z+1)(z + 16)
B4 a). (x—1)2
B4 D) (z +2)?

Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (x2 +x+ 1) = (xS —32° + 3z — 1) (mQ +x+ 1) = 2”2z +2° —2°+22—1. Pour étre

n+p).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et a retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(.13+1)2(.13—1)(.Z‘2—l‘+1) :[(a:—!—l)(x—1)][(x+1)(:52—x+1)] = (mz—l)(a:3+1) =2 -2+ -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1) (z + 1)(:L‘2 +z+ 1) = (m2 — 1) (123 - 1) =2 -2 — 241

2 2
34e) La forme canonique est 2 |:<$ + %) — 33:| .

3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 22> +1—2° = (ZE2 + 1) —z? = (a:2 +x+ 1) (m2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, z° +z + 1 =0 et 2> — z + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+ bd)* + (ad — be)® = a®® + b*d® + d*d® + b° = (a2 + b2) (c2 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Fiche n° 4. Racines carrées

Réponses
da)oooooooon 1 - —
4.1 a) 4.3 a) 2—[—\/5—1—5\/6 45¢C). i 1+vVz—-1
1B T
4.5d)........ -
4.3b) ... 3—-2V2 ) 2x—1
4.1¢) . —V3+42
43¢). .. [1- V10 + Vi3] is z(r —2)
41d)..o VT -2 Be) (z— vz 1
410) 4.3d).... |[VI5+ V0 — V6 - 2]
Ty 4.5f) ... —4(x —1)2
A1) 3—al] 43 ~(V2+V3) %
4.6a). ... V2
4.22) i 431 C3+V2+V3+ V6
' 2 46Db) .. 2v2
4.2b) ... 9445
4.38). i V2| 4ra). ~11+5V5
4.20). .. 1+3
43h) ... 50—-25v3| 47 b). 14+v2
4.2d). .. 3+V2
V242V ame) 1++2
4.2€). . 12v7|  Ad 1 ) 1+ /2]
4.26) 45 a) z AT )
Ba)
10 VE—1]  g4me) 1+v5
4.28). ... 9— 3\/5 ) -
45b) ... x—a2 -1 47t In(1+v2)
4.2h)
4.8 o
Corrigés
4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3 —asia <3 eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :
Va+2v3=vV1+2V3+3=1/(1+V3)2 =1+ V3.
4.3 a) On calcule :
2-v3 2-3 " 2-v2  (2—3)(2-V2)
24+4vV2  24V2 2-v2 (2+V2)(2-V2)
C2-V3)(2-Vv2) 4-2V2-2V3+6
o 22 —2 N 2
=2 V3 VB4 VR
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6
1+v2+V3 4

Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :

1 1+v2-43 _1+v2-Vv3_ v2+2-V6

1+vV2+V3  (1+v2+V3)(1+v2— V3) 2v2 4

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Dlaide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation t> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne
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Fiche n° 5. Expressions algébriques

Réponses

5.1b) ... a—a—1 5.3d) i 5.6b)............
510) .............. 4a2_a_3 54&) ........................ 56C) ............
51 d)e T g] BAD 5.6d). . ..

5.2b) . [8—6i B D LY Y I
BAC). 1]

Bi2C) i 18 — 261 54f)) 5.7a).....o.... a®b — ac — 20

5.2d) . —o—46i] 5.7b)... |a* — 402+ dac + 20° |

5.1 b) De a® = a® — 1, on déduit a® = a*(a® — a) = a® — a” et donc a® — a®

5.1 c) On commence par a® = (a*)? = (®* —1)> = a* — 2a° + 1 = —a® — a puis a'® = (=a® — a)® = a* 4 2a° + o*.
BA0)  Liaalie o o 4 1 pout. serie o) = 1 ce qui montr aue a0t L =4 a® Alors & =1
5 2 a) ...... On developpe (3 + 1)2 : 9+61+12 ...............................................................................................
5 2 b) ...... On developpe . (3 _ 1)2 : 9+6(_1) + (_1)2 : 9_ 61+12 ....................................................................
5 2 C) ...... DyapreSbcalcul precedent (37 1)3:(87 61)(37 1):24 7 181781+612 .............................................
5 2 d ) ...... On developpe dlrectement (3_ 21)3 : 33 _ . 3 32 (21) 1 + 3 3 1 ( 21)2 _ (21)3 .............................................
5 3 a ) ...... On developpe 24 _ 301 + 121 _ 1512 ...............................................................................................
5:81)  Bn romarquant ave (24 (2~ 3) =2~ (3)° =4+ on obtient par assochativté 13,
53 C) ...... On developpe (74 Jr 1\/5 )3 : 743+3 42(1\/5) 7 3 41 (1\/5)2 + . (l\/g )3 : 764 + 481\/5+ 60 7 51\/5 ..........
53d) ...... Ondeveloppe(_2+l\é§)d_+3283+32_Z3\8/§ ..............................................................
548)  Dea® =1, on déduit a” = a? et o° = a donc tons les fermes se simplifiont sanf dews 4~ 1=3.
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1234 2341

104123 _ 4 4 10 512 . 1 .
5.4 b) On commence par a =(a") " xa" =a cara = (a’)° = 1. De méme a = a, etc. et on obtient
3 10

donc finalement a* x a' x a% x a® = a'® = 1.

1234
1234 x (1234 + 1
5.4 ¢) Ceci vaut a® ot § = Z k= % est un entier multiple de 5.
k=0
. . PO a®—1
5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut T
@ —
99 _ . 00 _, 1_g
5.4 e) Cette somme géométrique vaut Xa = = =-1
-1 a—1 a—1
5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

2—a")Y2-a")2-a>)2-d*) = (5-2(a+a")(5—-2(a®+a®)) =25 —-10(a+ a* + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + a?).

Ora+a’+d®+a"=—-1let (a+a")a®+a’)=d®+a®+a" +a" =a+a®+d®+a" = -1 aussi.

5.6 ¢) Le développement (z +y + 2)® = 2® +4° + 2° + 3[w2(y +2)+ 9y (z+ )+ 2@+ y)] + 6zyz conduit par
soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres Vexpression précédente.
5.6 d) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a —y) = a® — (x + y + 2)a* + (zy + yz + zz)a — zy=.

5.7 b) Premiére solution : on développe (z 4y + z)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.

Deugiéme solution : on remarque qu’il s’agit de calculer (z°)? + (y°)° + (22)% = (2° +y* + 2%)® — 2(a®y® + 2% + 2%2?),
donc qu'’il suffit de développer (a® — 2b)? — 2(b* — 2ac).
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5.7 d) On réduit au méme dénominateur (z — y)(y — 2)(z — x) puis on factorise le numérateur par (z — y) :

P—y)+yi@—2)+2 y—2) =2z —y)+ (1 — 22z —yz(y — 2)
=(z—y)[a® - (y+2)z +yz],

et on reconnait pour le dernier facteur : z° — (y + 2)z +yz = (z —y)z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

P-y+yi@ -2+ Y —2) =2z —y) + @’ -2 -y - 2°)

=(z—y[2* - (' +yz+ ) +yz(y + 2)]
[

=(z—y)[@® -y )z —yz(z —y) — 2*(z — p)]
=(z-y@-y|[@+yz—yz— 2]
=(z-y(@—y)|[@" -2+ (@@ -2y
=(z—y)(@—y)(z-2)(=+2)+yl

Fiche n° 5. Expressions algébriques
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Fiche n° 6. Equations du second degré

Réponses

...............
...............

.......... | —1 donc —19/5]

......................

’1d0nc (a—b)/(b—c)‘

’ 1 donc ¢(a —b)/(a(b — ¢)) ‘

6.4C) i [m done —(m +a+b)|
6.4d). ... | m done m(a—b)/(b— )|
6.4€) oo
6.4 ) [+ b puis 2ab/(a +b). |
6.5 8) i [o? =222+ 117 = 0
6.5 D) |? — 62 — 187 = 0
6.5C) o [ —dz+1=0]
6.5 A) e 2% — 2ma +3 = 0]
6.5¢)..... |22% — (4m + )z + (2m® +m — 15) = 0

6.5f).... ’m/2x2+(m—2m2)a:+(m2—m—2):0‘

6.6a)........oiiiii. ’m:—3/4 etm:3/4‘

6.6Db)... ’mz—letxz—Q,oumz?etm:2/3‘

6.6¢)...... m=letz=-loum=—letz=1]
6.7 ). oo
6.7 D) la=—2etb=1]
6.7C) e la=-3etb=5]
6.7 ) oo la=1/2etb=38]
6.7 €)oo la=1etb=3V7]
6.88) it ] — 00,1] U [V2, +0o0]
B8 D) i [-3,5]
B.8C) uninia []— 00, —1]U[2/3, o0
6.8d). . [ — 00, —1/2[U [4, +00]

6.1 c) Le nombre 2 est racine évidente, ’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12.
6.1¢) La racine 0 est la racine évidente par excellence ; la somme des racines valant ici 5 I'autre racine est 5.
6.1 g) La fonction @ — 222 + 3 est strictement postivie car elle est minorée par 3, donc elle ne s’annule pas.
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6.2 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13 =6+ 7.

6.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre éqation devient m(z> + ab) = z(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de I’équation on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

6.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de I’équation. En revanche a + b convient. L’équation se
réécrit (a+b)(z —a)(z —b) = ab(2z — (a+b)), d’ott une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut a + b
N . . . 2ab
et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxieéme solution de cette équation est P
a

6.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)> — 4m? = 3(4m — 1). Ainsi, I'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m” — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l’autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m +1)* — (m 4 3)?) = 32(m” — 1) donc I’équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas 'équation s’écrit z° + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1, auquel
cas ’équation s’écrit z? — 22+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a l'extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur | — oo, 1{U]v/2, +00[ et strictement
négatif sur |1, V2.

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement

positif sur ] — 3, 5].

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400 et strictement
négatif sur | — 1,2/3][.
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Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme

Réponses
0 ) R 7.5 b) T T8a) i
TAD) 2] as )
1
% R —3In2 T5C) i — T8 C) i 1
: . i rso
1) Ly T T
A A) —In
2 Th5d). g T.98) i
O e .
T5€) i —= T9b).
7). 2In2+2In3 2 1+
T28) Sdo2md] g B T Info 1]
7.2b) . 2In3 —2In2 " 1
6a)...................... -2 7.9d).. -
T2C) .. In3+ 111n2 ) 2] 1tz
1
72d). . 305+ 22|  T6D) | T
T.2e) ...l —2In5+4In2 TBC) v —17 7.108).......... > InIQT—k5
T216) . 2In5—-2In2|  76d)....................... 1
70Db).. ... z €[0,1]
73 —2In2-2I5|  7.6e) ..o
2
2 T6 1) e 10¢). .. >
TAa) .. é’ In(vZ - 1) )) 7-10 c) T2
T7a) i -impaire
7 d > L
TA4D) . 17+12V2]  7.7b) .. A0d) T >3
TAC) o o] rre . TA0 €)oo
T4d) o o]  ~oq T
STd) o —13 — /273
) 700) ... SERIEIE
(A1) PO 2
Corrigés
7.1 a) On a 16 = 4> = 2* donc In16 = 41n 2.
7.1 c) On a 0,125 = 1 donc In0,125 = —In8 = —31In 2.
7de) Ona72=8x9=2"x3"doncn72—-2In3=(3In2+42m3)—2In3=3In2.
7
7.2 c) On a 0,875 = g donc
In21+42In14 — 31n(0,875) = In3+1n7) +2(In2+In7) — 3(In7 — In 8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+11In2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
7.6b) Onae e (In2) s
7.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine*)) = % x (=2)=-1

7.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — 1 2021 + z
Vz € ] — 2021, 42021 ) =1 — 202tz
v €]—2021,42021[,  f(=2) =Ingem—— =1n 2071ta " 5021 — 2

7.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+ 22+ 1)
(—z+ Va2 + 1)(z + Va2 +1)

=In
T+ vVr2+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si  vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —134+/273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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Fiche n° 8. Trigonométrie

Réponses

' T 117
8.2d). ... 8.7¢).... {;HkmkeZ}U{THkmkeZ}

—V2
8.38) ... f4\[ 87 ) oo {ZT}
V6 + V2
8.3 D) i 1 B.7d). { ?’Z’Z}
—V2
8.3C) e f4f 8T A) e {%—i—kﬁ,kez
V3—1 m 3m brw
BA) 8.7 €) e Tom omim
8.3 d) NGRS e) 4747 4 4
8.4&) ..................................... 87e) _31 _E z 31
— BT TR
A Db) o
) COS T ™ 71'
8T C) e {—+k kezZ
e C) Lt [0] 4 2
84d) ..o ’4cos3x—?>cosx‘ BT E) oo {7(;’5671”7671-’13371-
2++2
85&) .................................. T 87f) 5% I E 51
STE) 666
2-+2
8.5 D) 5 8.76) ... {%—f—kﬂ,kel}u{%—&-kmkez
8.68) i - « 1ir 137 2n
BB b M8) 12°°12° 127 12
86C). i 8COS4(£78COSQL’C+1‘ - 1r 7 =n 1lx
— . g) .................... —E, E,E 12
BT a) i - =
{37 3} 8.7 g) {1+k keZ}u{H—ﬁ+k keZ}
g).oot. D T, B ,
BT a) it { }
8T h) i {g‘r’g?’;}
8.7a)...... {§+2lm,kez}u{——+2knkez}
] STh) {3351
BT D) e { } 66
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T 27 T om
8T ). Tkl ken 8.8C) . e [— 7f]u o
) {6 + 3 } c) e {6 7T_
m 13w s o Tw 117
T 1) e T oon 88d). i, [o,f]u SUNRKN NN R
0 {7 7 } ) 6 [ 66 ] [ 6 "
T
BT ) {-2.2} I T A e
1) 77 8.8(1) ........... |: ™, 6 U 676 U 6,7'('
. T m
871i)...... {?+2kw,kez}u{f?+2kw,kez} T 5r 37
8.8 ). e [f, f[ o o
¢) 12 [ 1772
. 5t 9w
8.7J) .................................. {14714} 8.8 ) 3Ir T U|:7r 7T|:
Be)o - == -, =
47 2 4’2
ot 9w
8.7 j) .................................. { } 3 7 5 3 3 7
14’ 14 ﬁﬁ[ ]Ei [i l{ ]li
8.8f)..... {4,2u2,4_u 4,2u2,4
. 5 9 -
873 . ... {ﬂ+2kw,kez}u{ﬂ+2kw,kez} 8.8 f) {—ﬁ,—ﬁ[u}—ﬁ,—quF,f[uF,?’i
4 2 2 4 42 2 4 ]
3 57 _ ] =
Ba) oo — — 3 7
8.8a) {0’4}U{4’2ﬂ BB E) i 0,—7T U 1,27'(
- 4 4 |
3r 3 -
BB ) it [— — T 37
’ B8 ) —_, —
47 4 | g) { 12
8.8 b) r o | 3r] [7r llx]| [157
Ll S O R I Y 77 8-8 h .......... 0 il U - - U - 2
373 ) [,8] {8,8]{8,w
m T ]
8.8 b) ......................... —777—*:| U |:777T 57'[' T 37'( 777
3 3 88h)......... —m——|U |2, —|U|=
) 7T7 8 87 8 8 77T
0 57 |
8.8C) erne [O,—} ul2Z 9
c) 5 { 52T
Corrigés
8.3 b) On peut utiliser = g - % puis les formules d’addition.
8.4 b) On a
sin2z  cos2z _ sin2zcosz —cos2xsinr _ sin(2z —z) 1
sinx cost sin x cos x " sinzcosx  cosz
On peut aussi faire cette simplification a ’aide des formules de duplication :
Sin2$7COS2ZIj_QSin:IZCOSl'72COSQ.%'71_ 1
sinx cosr sinx cos T ~ cosz
8.44d) On calcule
cos(3x) = cos(2z + x) = cos(2z) cos x — sin(2x) sinz = (2cos” & — 1) cosz — 2 cos xsin” z
=2cos’ z — cos — 2cos (1 — cos® ) = 4 cos® & — 3cos .
241
8.5 a) On a cos — = 2cos” — — 1 donc cos® = = 22+ = \/54—’— . De plus, cos = > 0 donc cos — = 2;_\/5
8.5 b) Onasin® - =1- SQEZZ_ﬂetsinE>OdoncsinE: 2_\/5.
8 4 8 2
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1 — cos(2x) 2sin” x

8.6 On a cos(2x) = 1 — 2sin’ z d =
a) n a cos(2x) e ) 2sinx cos

8.6 b) On a sin3z  cos3x _ sin3zcosz —cos3wsine _ sin(3z — ) _ sin(2z) _ 2sinzcosz

sinx coszT sin x cos T sin x cos T sinx sinx cos T

V2

. N 2
8.7 ¢) Cela revient a résoudre « cosx = 5 oucosT=——- ».

8.7 g) Si on résout avec = € [0, 2x], alors ¢t = 2z € [0, 4x].

V3 7 117 137 23«7 7 117 137 23«
Or, dans [0, 47], st = ~= t {————} t d {———f}
r, dans [0,47], on a cos 5 POUNTE |\ oy =™~y TgT €L AONC POUr T E (1o om0 g

. T . (m  w\ . 5T _. , .. om
8.7j) On a cos 7= sm(2 7) = sin 7R Finalement, on résout sin z = sin 7R
8.8 d) Cela revient a résoudre —= < sinz < %
8.8 f) On résout « tanz > 1 ou tanz < —1 »
8.8 g) Sixze [0,27r},alorst:x—% € —7r727r — 1. On résout donc cost > 0 pour t € [ Z,Qﬂ'—%] ce qui
T 3m Tm 3m T
Iy U | or].
donnete[4,2}U{2,4}etdoncx6[0,4}u{4,71'}
8.8 h) Si z € [0,2n], alors t = 2z — % S [—27471' - %} On résout donc cost > 0 pour t € [—1,471' g} ce qui
donnete[—ﬁ E}UP—W 5—W}UV—W 15—71 uisxe{o 3—W}U[?—7T H—W}U{w—ﬂ 27’l’i|
12 22 24 )P '8 88 g 7]
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Fiche n° 9. Dérivation

Réponses
9.1 8) ittt 9.5 a) (22 +3)(2sin(x) + 3) — (a2 + 32) X 2c05(2)
Sa)...... Zeim(a) 1 32
9.1 D). 52" — 6% + 4o — 15] —
5 9.5 D) A
9.1C) i ’ (22° — 2z + 10) exp(2x) ‘ 2/z(3x + 2)2
322 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
9.1d)..oiiiiit (6x —1)In(z —2) + o 9.5¢)...... -2 @25 1)
9.2 8) it [5(a — 52)" (20— 5) | | (4z + 3)In(z) — 2z — 3
9.5 d).ueiiiiieiin (o)
9.2b) e 4(22° + 42 — 1)(32% + 2)|
.1
9.2 C) ............. ’8(3082((5) 76COS($) sin(x) 74‘ 9.6 a) ........................ 2z sin (E) — COs (7)
9.2d)....... ’ —3(3cos(z) — sin(x))*(3sin(z) + cos(x)) ‘ 9.6 b) 9
2 BDh) RN
9.3 18) et e -
T 9:6C) it —
1 11—z
9.3 D) i :
z1In(z) 9.6 ) x cos(z) — sin(z)
9.3C)c i, ’ (—22% 4 32 — 1) exp(2® + z) ‘ zsin(z)
10x -5
9.3d)...oii ’6COS(2{,U) exp(3sin(2x)) ‘ 9.7a) ... B2 +a)?
6z 222 — 1
9.42a) . it cos 2 1+3 1-v3
) (22 +1)2 <:1:2+1) 9.7b)......... x+1<x+ )(x—l— 3 )
22% + 22 — 8 2z +1 92
9.4b) .o i 7 +2w+5
) @2 1 4)? 111(362 +4) 9.7C) i GrY@o1)e
cos(z) 2
9.4 C) i ) x
2 Sin(x) 9-7 d) ................................... (x + 1)2
cos(y/a) >
9.4d). i NG 9.7€) i 2(1 - In(z))?
Corrigés
9.1 a) On calcule : f'(z) = (22 + 3)(2z — 5) + (z° + 3z + 2) x 2 = 62° 4 2z — 11.
9.1 b) On caleule : f'(z) = (32° 4+ 3)(2® — 5) + (¢ + 3z + 2) x 22 = 5z — 62 + 4z — 15.
9.1 ¢c) On calcule : f'(z) = (2¢ — 2) exp(2z) + (2° — 2z + 6) x 2exp(2z) = (22> — 22 4 10) exp(2z)
9.1d)  Oncaleule : f'(z) = (62 — 1) In(w — 2) + (32" —2) x —— = (62— ) In(z — 2) + 35_‘2“‘
9.2 a) On calcule : f'(z) = 5(z® — 5z)* (22 — 5)

Fiche n®9. Dérivation
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
9.2d)  On calcule : f'(x) = 3(3cos(z) — sin(x))*(—3sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))?(3sin(x) 4 cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = ac22—T— T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inow.
1/x 1

9.3 ¢) On calcule :

(@) = (=1)exp(a® + ) + (2 — z)exp(z® + ) x 2z +1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —z)exp(a® + z) = (—22° + 3z — 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

by 207 — 1\ _ da(z®+1)— (22° —1) x 2z
f(x)—cos(x2+1)>< (z2+1)2 _cos(m2+1 (2 41)2
_ 61' COS(2$2_1)
(z2 +1)2 2+1

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 4+ 1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

2+4 (x2 +4)2 N z2 44 (x2 + 4)?
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ cos(z)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
24/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(28m(w)+3)_(m2+3x)XQCOS(I)

9.5 a) On calcule : f'(z) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
9.5 b) Oncalcule'f’(;t)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg_323:\;52_3\/32?5/%\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/x(Bx+2)2 2y/x(3x +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(z2 +1)? (x2+1)2

9.5 ¢) On calcule : f'(x)
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9.5 d) On calcule : f'(x) = T —

9.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

! x u'(x) x

2¢/u — ) u(x)

o 2 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 » 1(z—1) —7(:E—2i-1) x 1 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

, cos(x) X x —sin(x) x 1 T x cos(x) — sin(x
9.6 d) On calcule : f'(z) = (@) e (2) X () a(csin(x) ()
. —(=1) -1 (2+2)?-0B-12)?® 10z —5
9.7a)  Oneladle: f0) = G s Y G2 = GoorP@re? | B0+
p— 2 p—
9.7 b) On calcule : f'(z) = 2z — . i 7= Q:B(a:x—:—ll) 1_2 ;rfgi !

Pour le trindéme 22° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—=1) = 12. On a deux racines :

C—2-y12  —2-2V3 -1-+/3 143
To2x2 4 T2 o2

T2

2z - =B @ - =B 9 (w+ 1+\/§)(m+ 1—\/3).

z+1 +1 2 2
2z 41 Ix(z-1)—-(z+2)x1 2z +1 3
9.7 On calcule : f'(z) = - = '
c) n calcule : f'(x) 2 irio (x —1)2 m2-‘,—m—2+(1‘—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z +1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

9.7 d) On calcule :

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt i-mEglpbe 2 g
(S| On colove: fi(z) = 0@ 0-m@)z (G- @)7 2l - (@)
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Fiche n° 16. Nombres complexes

Réponses
16.1 a) ....... 4+ 32i 16.1 g) ..... i B E 16.2 C) ........ \/gelg 16.2 h) ZCOS(%)GI%
: 29 29
16.1b) ... 16.2d)........ 2e 1%
: 1 3 16.3a).............
16.1¢)....... 7 —24i 16.1h)..... XY 8z
2 2 16.2¢)......... 2e's 16.3 b) 1 1
16.1d)............. 5 —= +i—=
16.2a)............ 16.21)......... Fe~ il 2 V2
16.1¢).. [—119 + 120i _ : :
16.2b).......... 8e™™ 16.2¢)...... 10e~ 51 16.3¢).. | —— —i—
3 1. g) ) %%
16.11)..... 2o
10 10

Corrigés

16.1a) On développe : (2 + 6i)(5 +1i) = 10 4 2i + 30i 4 6i° = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.

16.1 e) On développe :

(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x31—9)=(-5-12i)> = (54 12i)° =5+ 2 x 5 x 12i — 12* = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du biné6me de Newton,

2-3)'=>" (i) 2k (—3i)t "

k=0
= (=3i)* + 4 x 2 x (=3i)® + 6 x 2% x (=3i)% +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81 4 216i — 216 — 96i 4+ 16 = —119 + 120i.

3+i 341 3 1,

2-3i  (2-3)(5—-2i) 10—4i—15i—6 4 19,

5+21  (5+2)(5-2)  52+22 29 29"

16.1 h) On utilise la définition de ’écriture exponentielle et la trigonométrie :
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i

72e5—2ee5:

On calcule |5 — 5i| = \/52 +52 = \/2 x 52 = 5v/2 et on écrit

\f f) 5 2(cosg—isin§).

16.2 f)

5— 51_5f(

16.2 g)

On calcule | — 5 + 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

—5+5iV3 = 10(—; + ﬁf) - 10(cos(—%) + isin(—%)).

iz s iT i(z_x i(z_—z iTo i —i T ™ iT
On écrit que '3 +¢'6 2614(61(3 ) 4 ei(® 4)) = 14(6’12 +e ’12) =2cos(—>el4.

x ™ ™
1 _ o I >
|f2cos(12) (car cos<12> >0et

3

iz

On en déduit que I’écriture exponentielle de e'3 + el est 2 cos(%)ei%.

16.3 b)

Comme 2021 =4 x 505+ 1, on a Q2T —

De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

(1+ V2 +i) _(1+vD) 201+ V2)i- 1

T A2 DA+ V240 1+2)
_ 1+2v2+2+2(1+v2)i—1  2+2v2+2(1+2)i

1+2v2+2+1 - 4+2V2
_204+v0a+D 1 1

2v2(vV2+1) 2 V2

\[ \[ 2021 = 2021 2021
Enfin, z-——l——l-e‘l,doncz (' ) 4
2 2
505lﬁ+%i e50517re%i _el%

48

Fiche n°®16. Nombres complexes



Fiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes

Réponses
17.1 a) lcos(Sx) + §cos(x) 17.2h) o 227 cos”(i)ei%
da) oo 1 1 B
1 1 1 NIRRT
17.38) oo 2cos| —
17.1b) ..o -1 cos(4x) + 3 cos(2z) — 1 a) cos(u)e !
1 1 1 . e 1117\'
17.1 C) == COS(GI’) 4= COS(4$) o §COS(2(L‘) 4z 17.3 b) ............................ 2511’1( )e 12
8 4 8 4
17.1 d) 7sin539x) n SSir18(5a;) B siné?,q;) B 3812(35) 174a) ... ’40053(90) — 3cos(x) ‘
17.4b).......... 4cos® (x) sin(x) — 4 cos(z) sin® (z)
cos(9z) = 3cos(br) cos(3z)  3cos(x)
17.1¢) 8 '8 8 3 17.5a) o ’ 2 cos(2x) cos(x) ‘
1 1 1 . .
17.16)....... ~1 sin(11z) + 1 sin(5z) + 5 sin(3x) 17.5Db) oo ’ 2 cos(4x) sin(x) ‘
17.5C) i ’ 2sin(x) sin(2z) ‘
17.28) i 2cos( )e‘l?
12 17.5d) oo ’ 2sin(4x) cos(x) ‘
17.2Db) o —2cos I e i sin (32) sin(2x)
12 17.62) .o —2/
sin(%)
—Tim
17.2¢C) i 2sin( — Je™2 -
( ) 176 D) oo sin(8z)
: 2sin(x)
™ 5im
172d) e 2605(1>e T 1T e) [0]
T\ ;13 e +1
2 el 17.7 @) e
17.2€) i 2008(12)6 12 ) B
17.26) oo 2sin(%)eﬂ%" 17T D) e Z(e™ —2)
17.28) oo C?S(?) e
SID(T)
Corrigés

17.1 a) On calcule :

. . 3
3, [e"+e " 1 s, 2iz _—ix ic —2ix “3iz\
cos’(z) = (2> —g(e +3e“Pe " +3e'e +e ) =

1
=1 cos(3zx) + %cos x.

17.1 b) On calcule :

cos(2z) sin” (x)

2ix —2ix iz —izx 2
(e +2e ) (e ;ie ) _ _é(GQiI " e—2iz) (6211 9 e—2iz)
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17.1 d)

On calcule :

2 i - 16

3ix —3ix 2ix —2iz \ 3
— 1 i —3i i ix —2i —6ix
cos(3z) sin®(2z) = (e te ) (e 2,e ) = (¥ +e77) (%% — 3e* 4 3™ HT — e7O)

1 iz —9ix iz —bix 3ix —3ix ix —ix
= (eg —e P 3™ — e ") £ &M — e L 3(e" — e ))

161
= fé sin(9z) + %sin(t’m) - ésin(&c) - %sin(m).
17.2a) 1466 =¢'12 (e_lll + eill) = 2C05(%) 'tz
————
>0
17.2h) 14 e =% (o515 9% 2 9 _ (o 7 G o-im _ (o 7 -i%%
.2 b) +e =e (e +e ) = cos(ﬁ)e = (f cos(E))e e = (7 cos(ﬁ>)
———
<0
17.2 T 1= (e _eiTe) =i T2 (2 T)) =2 515 — 9 -~
2¢) et —1=e (e —e ) =e (— 1sm(ﬁ)> = sm(ﬁ)e s1n(1—)e
17.2d) 1+4ie's =1+ e = e51i;2005(%) = ZCOS(%)eS{;
17.2¢) —1-¢'6 = —¢'12 (eﬂ% —|—e‘1l2) = —2(:05(%) 'z = QCOS( )e'12+”r = QCOS(%)GI%
<0
17.2 ) 1-—¢'2 =¢'2 (—21sm(ﬂ)> = QSin(ﬂ>e‘24e 2= 251n(ﬂ>e_1114Ir
17.2 g) On fait le quotient de a) et f).
17.2 h) (1 +elﬁ) = (2008(1)8%)27 =2%"co 27( )614
’ 12 12
iz iz Ers [ E-% (E-E T\ 5z
17.3a) €3 +e'2 =¢" 2 <e z 4e 2 ) 72005<ﬁ>e 1
>0
. . T4z T_z n_z o e ,r
17.3b) e3 —e?2 =¢ =R <e‘ R ) = QSm(l%)ie5112 = 231n(%)eslﬁ+l? = 25111(112) s
———
>0
17.4 a) On calcule :
cos(3z) = Re(e”) = Re((eiz)?’) = Re((cos(:v) + isin(m))3)
= Re(cos” (z) 4 3icos”(z) sin(z) — 3 cos(x) sin’ () — isin®(z))
= cos’(x) — 3cos(z) sin®(z) = cos®(x) — 3 cos(x)(1 — cos®(z))
= 4cos®(z) — 3cos(x).
17.4 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e*'™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(m))4)
= Im(cos*(z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(z) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin*(z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).
17.5a) cos(z) 4 cos(3z) = Re(e'” + ¢**) = Re (eiH?Sw (™) 4 eiz)) = Re(e2i12 cos(x)) = 2cos(2z) cos(z).
50 Fiche n°17. Trigonométrie et nombres complexes



17.5b) sin(5z) — sin(3z) = Im(e*™ — &**) = Im (e4ix(eix - e_ix)> =Im (e41121 sin(m)) = 2 cos(4x) sin(z).

17.6 a) Si z € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e' + e 4 &**)

1— e411

= Im(l + e 4 () + (eiw)‘g). Or, ¢ # 1 donc 1 + €' + (%)% + () = g

On utilise maintenant ’astuce de I’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im (eziz 415111(2:6)) = Im (eis'zm sin(2ac)> — sin(%‘"”) sin(Zx).

e'2 —21sm(g)

17.6 b) Sixz € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2kw avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :
cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e” 4 &** + &7 4 ™)
_ Re(eil'(l 4 (e2iZ) + (62ir)2 4 (e2im)3))'
Or, ¢ % 1 donc

1— (ef™)? w1 — (e57) o €M% —2isin(4x) 4iz Sin(4x)

eix (1 + (EQix) + (GQix)2 + <62ix)3> — ei:c —e —e —e

1 — e2iz 1 — e2iz elz —2i sin(l‘) sin(w) '

Finalement, on a
cos(4x)sin(4z)  sin(8x)
sin(z) "~ 2sin(z)’

cos(z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

17.6 ¢) On calcule :

(I+D)z ™ T e _e™ — —i
(|8 : m( € .1 :Im( e .1):Im (—e 1)(1—1)
1+ 0 141 141 2

_|_
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