Algorithme de Dijkstra

Algorithme de recherche d’une plus courte chaine d’un graphe pondéré.

On cherche a déterminer le plus court chemin entre le sommet de départ D et le
sommet d'arrivée G.

S P
3 5\@8/ 13
: :12 9 10 14/7:
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Etape initiale

On marque :
/fo{" i N
3 5 8 13
el K S
12 9 10 14
NS 15— N
B E
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Etape initiale

On marque :

e |le sommet de départ avec un poids nul : D, 0

TN
@

\zf—ls\\i/

B
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Etape initiale

On marque :

e |les sommets adjacents avec leurs poids et le sommet de provenance : A, 3, D
et B,12. D.

/<’35\}'\

\zf—ls\\i/

B,12.D

K
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Etape initiale

On marque :

/<’35\}'\

\zf—ls\\i/
E, >~

B,12.D
On dit que le sommet D est fixé . Quand tous les sommets sont fixés |'algorithme
s'arréte.
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Premiére itération

On applique les opérations suivantes :

/<’35\}\

\zf—w\\i/

B,12.D E, o0
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Premiére itération

On applique les opérations suivantes :

e On fixe le sommet de plus petit poids en précisant le sommet de provenance :
A3,D

35\/*7\
.< ><oo 14>-aoo

\zf—w\\i/

B,12.D E, o0
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Premiére itération

On applique les opérations suivantes :

e On marque les sommets adjacents non fixés avec la somme des poids
parcourus et le sommet de provenance : F,38 Aet C,8 A.

a5 F:38.4
N AN

3 5 8 13
3o N6
12 9 10 14

NS 15— N
E,

B,12.D ,
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Deuxieme itération

On réitere les mémes opérations :

7\13
><8A >~G,oo
14

15\\>/

B,12.D E, o0
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Deuxieme itération

On réitere les mémes opérations :

e On fixe le sommet de plus petit poids en précisant le sommet de provenance :
C,8,D

35 F,38.A

.< >¢ >-coo
15\\>/

B,12.D E, o0
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Deuxieme itération

On réitere les mémes opérations :

e On marque les sommets adjacents non fixés avec la somme des poids
parcourus et le sommet de provenance : F, 16, C et E, 18, C.

F,16.C

35 F,38.A

o< >¢ >-coo
15\\>/

B,12.D E,18,C
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Deuxieme itération

On réitere les mémes opérations :

e Si une marque précédente a un poids supérieur a une nouvelle marque
obtenue, on barre |'ancienne marque.

F,16.C

o< >¢ >-coo
15\\>/

B,12.D E,18,C
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe
Troisieme itération

F,16,C

K_%

d»

15\\)/
B,12.D E,18,C
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Troisieme itération

e le sommet de plus petit poids est : B,12, D

F,16.C
o< >Q >~coo
15

8
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Troisieme itération

e Le seul sommet adjacent non fixé est : E,27. B.

F,16,C

@, >¢ P

E.27.B
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Troisieme itération

e La nouvelle marque obtenue a un poids supérieur a la marque précédente
E, 18, C. On laisse donc la précédente marque.
F,16,C

e
e >¢ e
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Quatriéme itération

o le sommet de plus petit poids est : F,16, C
e Il'y a un seul sommet adjacent non marqué (donc non fixé) : G,29. F.

\)/.\
s
E,18
E=7B

G
o< >—
%15\,)

,C
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Cinquiéme itération

e |le sommet de plus petit poids est : £,18, C
e |l y a un seul sommet adjacent non fixé : G,32 E.

e La nouvelle marque obtenue a un poids supérieur a la marque précédente
G, 29, F. On laisse donc la précédente marque.

35 FM

/

@ s
i‘ %
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Sixieme itération

On fixe G avec le poids 29. S = {D, A, C, B, F, E, G}. Tous les sommets étant
fixés, on peut reconstituer le chemin le plus court en remontant la chaine ainsi

obtenue.
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Algorithme de Dijkstra sur le graphe

Conclusion

Le chemin le plus court est donc: D — A— C — F — G, de poids 29.

A F
35
3 /.</5_ _?\ 13

D< >< >~G,29

12 9

10 14
NS 15— N
E

B
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Etape initiale
A 35 F
e VR o N
3 5 8 13
L <€ e

12 9

10 14
NS 15— N
E

B

On peut aussi décrire I'application de I'algorithme de Dijkstra en réalisant un
tableau.
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Etape initiale
K_ AN

3 5 8 13
D U

12 10 14
NS 15—
E

B

Sur la premiére ligne, on écrit les sommets du graphe, en commencant par le
sommet du départ D, les sommets adjacents a D, les autres sommets en terminant
par le sommet de fin.

D) [A [B | ¢ [ e [ F [ &6 |




Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Etape initiale
A I T
3 5 8 13

O Y

12 9

10 14
NS 15— N
E

B

Sur la deuxiéme ligne, on écrit en rouge, le poids nul pour le sommet de départ et
on entoure le sommet (D) pour indiquer qu'il est fixé.

D) A B C E F G
0
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Etape initiale
A I T
3 5 8 13

o T

12 9

10 14
NS 15— N
E

B

Le poids et le sommet de provenance pour les sommets adjacents.

D) A B C E F G
0

043 = | 0412 =

3(D) | 12(D)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Etape initiale
A 35 F
AT
3 5 8 13
b 3 e

12 9

10 14
NS 15— N
E

B

Le symbole infini pour les autres sommets.

(D) | A B C E F G
0
0+3=| 0412 = 00 %) 00 00
3 (D) 12 (D)
juin2011 14 /25



Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Premiere itération
A 35 F
A T
3 5 8 13
pl P4 e

12 9 10 14
NS 15—
B E

Apres avoir chosit le sommet non fixé de plus faible poids, A, on I'entoure.




Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Premiere itération
A 35 F
3 5 8 13
D < ><

12 9

10 14
\A— 15—
E

B

N

On note en rouge dans sa colonne le poids de la chaine y conduisant ainsi que le

sommet de provenance.

(D) (A) B C E F G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Premiere itération
A 35 F
3 5 8 13
pL P e

12 9

10 14
\A— 15—
E

B

Dans la colonne des sommets adjacents a A, on ajoute les poids chaines y
conduisant avec le rappel du sommet fixé D d’origine.

(D) (A) B C E F G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D)
3+5=8 3+4+35=
(A) 38(A)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

Premiere itération

o<

12

9

A F
35
3 /&?\ 13

10 14
15—
E

N

On compléte en réécrivant les indications de la ligne précédente.

(D) (A) B C E F G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D)
12(D) | 3+5=8 00 3+35= 00
(A) 38(A)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

deuxieme itération
A I T
3 5 8 13

Y

12 9 10 14
NS 15— N
B E
Le nouveau sommet fixé est C. Ses sommets adjacants sont alors marqués
(D) (A) B Q) E F G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38(A) 00
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

deuxieme itération
A I T
3 5 8 13

12 9/\;< >G

10 14
NS 15— N
E

o<

B

Le nouveau sommet fixé est C. Ses sommets adjacants sont alors marqués.

(D) (A) B Q) E F G
0 3 (D) 12 (D) 0 o0 0 )
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38(A) 00

8(A)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

deuxieme itération

Y

12 9

B

A F
35
3/<5_ ?‘\13

e

10 14
NS 15— N
E

Le nouveau sommet fixé est C. Ses sommets adjacants sont alors marqués.

(D) (A) B Q) E F G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38(A) 00
8(A) 8+10=18 | 84+8=16
© (©)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

deuxieme itération

A F
35
3/<5_ ?‘\13

o<

12

NS —

B

9

<

10 14
15—
E

e

Le nouveau sommet fixé est C. Ses sommets adjacants sont alors marqués.
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(D) (A) B Q) E F G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38(A) 00
12 (D) 8(A) 8+10=18 | 8+8=16 00

(©) (©)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau
troisieme itération

A 35 \)F
/7.(5_ 8].\13

L e

Le nouveau sommet fixé est B.

(D) (A) (B) © E F G
0 0+3=3 04+12=12 00 00 00 00
(D) (D)
3(D) 12 (D) 8 (A) o0 38(A) o0
12 (D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau
troisieme itération

A 35 \)F
oYl B 2aN

3 5 8 13
b
12

9>.\/ClO 14

NS 15— N
B E

e

Le sommet adjacent C est déja fixé et donc exclue des calculs.

(D) (A) (B) © E F G
0 0+3=3 04+12=12 00 00 00 00
(D) (D)
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38(A) 00
12 (D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D) 00
juin2011 17 /25



Algorithme de Dijkstra dans un tableau
troisieme itération

A 35 \)F
oYl B 2aN

3 5 8 13
b
12

9>.\/ClO 14

NS 15— N
B E

e

Pour le sommet adjacent E, le poids de la chaine passant par B est supérieur a celui
de celle vanant de C. On conserve donc cette derniere.

(D) (A) (B) © E F G

0 0+3=3 04+12=12 00 00 00 00
(D) (D)

3(D) 12 (D) 8 (A) o0 38(A) o0

12 (D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00

12(D) 12415 = 00

27 > 18
18(C)
juin2011 17 /25



Algorithme de Dijkstra dans un tableau

troisieme itération A 35 F
—

3 /.(5_ 87 13

pL pva G

E
(D) (A) (B) © E F G
0 0+3=3 04+12=12 00 00 00 00
(D) (D)
3(D) 12 (D) 8 (A) o0 38(A) o0
12 (D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D) 12415 = 16 (C) 00
27 > 18
18(C)
juin 2011
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

quatrieme itération

A 35 F
7(5_ TN

< 3 %8 13}
D G
12 97 10 14
N — 15 —3\/
B E
Le nouveau sommet fixé est F.
(D) (A) (B) © E (F) G
0 3 (D) 12 (D) 9 9 o) )
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38 (A) s
12(D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D) 18 (C) 16 (C) 00
16(C)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

quatrieme itération

A 35 F
375 871
v < 12 9 >‘(C10 14 } ¢
N — 15 —3\/
B E
G est son unique sommet adjacent.
(D) (A) (B) (©) E (F) G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38 (A) 00
12(D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D) 18 (C) 16 (C) 00
16(C)
16 +13
= 19(F)
juin2011 18 /25



Algorithme de Dijkstra dans un tableau

quatrieme itération

A 35 F
375 T 8T
o < 12 9 %10 14 } ¢
N — 15 —3\/
B E
(D) (A) (B) 9 E (F) G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38 (A) 00
12(D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D) 18 (C) 16 (C) 00
16(C)
18 (Q) 16 + 13
= 19(F)
juin2011 18 /25



Algorithme de Dijkstra dans un tableau

cinquiéme itération

Pour son seul sommet adjacent G, le poids de la chaine passant par E est

supérieur a celui de celle vanant de F. On conserve donc cette derniere.

(D) (A) (B) © (E) (F) G
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) 00 38 (A) 00
12(D) 8(A) 18 (C) 16 (C) 00
12(D) 18 (C) 16 (C) 00
18 (C) 16 (C) 29 (F)
18(C) 18+ 14 =
32> 29
29(F)
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Algorithme de Dijkstra dans un tableau

derniére itération et conclusion

O & (B) () (®) @) ©)
0 3 (D) 12 (D) 00 00 00 00
3(D) 12 (D) 8 (A) o0 38 (A) 00
12(D) 8(A) 18 (C) 16 (C) o0
12(D) 18 (C) 16 (C) 00

18 (C) 16 (C) 29 (F)

18(C) 29(F)

29(F)

Conclusion : Le trajet le plus court est D-A-C-F-G
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