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GRAPHES

Notions élémentaires et TP

I. Notions fondamentales sur les graphes

1) Vo
abulaire préliminaire

• Un graphe non orienté G = (S,A) est une liste �nie S d'éléments, appelés sommets, et d'une liste A

de paires de sommets, appelés arêtes (rappel : une paire est un ensemble à 2 éléments).

x0 x4

x3

x1 x2

Figure 1 � Représentation d'un graphe G1 non orienté à 5 sommets

• Un graphe non orienté G = (S,A) est une liste �nie S d'éléments, appelés sommets, et d'une liste

A de 
ouples de sommets, appelés ar
s (rappel : un 
ouple est une liste � orientée � 2 éléments). On

distingue alors le sommet origine de l'ar
 et son extrémité.

x0 x4

x3

x1 x2

Figure 2 � Représentation d'un graphe orienté à 5 sommets

• L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets de 
e graphe.

• Deux sommets d'un graphe reliés par au moins une arête (ou un ar
) sont dits adja
ents.

• Une arête (ou un ar
) partant et arrivant au même sommet est appelée bou
le.

• Un graphe non orienté est dit simple s'il est sans bou
le et si 
haque 
ouple de sommets est relié par au

plus une arête (un sommet n'est don
 pas adja
ent à lui-même).

À partir de maintenant, on travaille ave
 des graphes simples et non orientés.
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• Un graphe 
omplet est un graphe simple dont tous les sommets sont adja
ents.

• Soit G un graphe simple non orienté, de sommets (xi)i∈I , (I ⊂ N, I �ni).

On dé�nit la matri
e d'adja
en
e M du graphe G 
omme la matri
e 
arrée d'ordre n dont le 
oe�
ient

en ligne i ∈ I, 
olonne j ∈ I vaut :

� pour les graphes non pondérés : 1 si le sommet xi est relié au sommet xj par une arête, 0 sinon.

� pour les graphes pondérés (
f. exemple en figure 3) : le poids de l'arête reliant les sommets xi et xj .

2) Exer
i
es

Exer
i
e n

o

1 : Fon
tions élémentaires

On 
hoisit de dé�nir une matri
e d'adja
en
e, en langage Python, par un tableau Numpy.

1. É
rire une fon
tion sont_egaux, prenant pour paramètres deux tableaux Numpy de même dimension,

et retournant le booléen attestant de l'égalité des deux matri
es asso
iées.

2. Dé�nir la matri
e d'adja
en
e du graphe G1 dé�ni en �gure 1.

3. Programmer alors une fon
tion est_
omplet, ayant pour paramètre la matri
e d'adja
en
e M (don



arrée) d'un graphe simple non orienté, et retournant un booléen répondant à la question : "le graphe

asso
ié est-il 
omplet ?"

On pourra insérer au début de la fon
tion la 
ommande : assert len(M)==len(M[0℄)... et analyser

son r�le.

Exer
i
e n

o

2 : Graphe dé�ni par la liste de ses arêtes

Soit G un graphe d'ordre n, de sommets : {0, 1, . . . , n− 1}.
On peut dé�nir G par son ordre, doté de la liste de ses arêtes, 
'est-à-dire la liste des 
ouples [i, j] tels qu'il
existe une arête reliant le sommet xi et le sommet xj .

On veut savoir 
omment passer de 
ette dé�nition à la matri
e d'adja
en
e.

1. Étude d'un exemple pour n = 5 : représenter (sur feuille) le graphe (non orienté) G2 à 5 sommets,

dé�ni par la liste de ses ar
s :

A2 = [[0, 1], [2, 0], [1, 2], [2, 3], [3, 1]].

2. Cas général : É
rire une fon
tion 
onversion de paramètres un entier n et une liste A de 
ouples,

et qui retourne la matri
e d'adja
en
e du graphe asso
ié.

On pourra initialiser la matri
e nulle d'ordre n par la 
ommande NumPy : zeros((n,n)).

Pourquoi le paramètre n est-il obligatoire ?

3. Tester votre fon
tion sur le graphe G2.

Exer
i
e n

o

3 : Condition de pondération d'une matri
e d'adja
en
e

1. É
rire une fon
tion estPondere() qui admet une matri
e d'adja
en
e en paramètre et retourne True

si elle 
ontient au moins 1 
oe�
ient di�érent de 0 et de 1, False sinon.

2. Tester 
et algorithme le graphe pondéré :
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Figure 3 � Graphe G3, simple non orienté mais pondéré

dont la matri
e d'adja
en
e est (
opiez-
ollez !) :

G3=np.array([[0,10,20,0,30,0℄,[10,0,30,50,10,0℄,[20,30,0,10,0,30℄,[0,50,10,0,0,10℄,

[30,10,0,0,0,0℄, [0,0,30,10,0,0℄℄)

II. Théorèmes d'Euler

Dans toute la suite, pour simpli�er les notations, les sommets d'un graphe (simple non orienté) G d'ordre

n seront notés : {0, 1, . . . , n− 1}.

1) Vo
abulaire préliminaire

• Le degré d'un sommet est le nombre d'arêtes (ou d'ar
s) dont il est l'une des extrémités

1

.

Soient (i, j) ∈ J0, nK2.
• On appelle voisins d'un sommet i la liste des sommets qui sont reliés à i (dans un graphe simple, un

sommet n'est pas relié à lui-même).

• On appelle 
haîne de i à j une suite d'arêtes qui permettent de relier les sommets i et j.

• Un 
y
le est une 
haîne dont les arêtes sont distin
tes et dont les extrémités 
oïn
ident (elle relie don


un sommet à lui-même).

• Un graphe est dit 
onnexe si on peut relier deux quel
onques de ses sommets par une 
haîne (éventuel-

lement réduite à une arête).

• Une 
haîne est dite eulérienne si elle satisfaisait aux 
onditions suivantes :

� elle 
ontient toutes les arêtes du graphe ; � 
haque arête n'est par
ourue qu'une seule fois.

• Un 
y
le eulérien est un 
y
le qui est une 
haîne eulérienne.

x0 x4

x3

x1 x2

Figure 4 � Graphe 
ontenant une 
haîne eulériennen par exemple : 4 - 0 - 1 - 2 - 4 - 3 - 2

1. Pour les graphes non simples et non orientés, une bou
le 
ompte pour 2. Pour les graphes orientés, on dé�nit parfois la

notion de degré entrant et degré sortant.
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Remarque : un graphe 
ontient un 
y
le eulérien si l'on peut le par
ourir entièrement "sans lever le


rayon" et sans passer 2 fois par la même arête.

x0 x4

x3

x1 x2

Figure 5 � Graphe 
ontenant un 
y
le eulérien

2) Exer
i
es sur ma
hine

Exer
i
e n

o

4 : Degré des sommets - 
haine et 
y
le eulérien

Dans 
et exer
i
e, on 
onsidère des graphes 
onnexes, simples, non orientés et non pondérés.

1. Proposer une fon
tion degre(A,i), de paramètres une matri
e d'adja
en
e A et un sommet i, et qui

renvoie le degré de 
e sommet.

2. É
rire une fon
tion voisins(A,i), de paramètres une matri
e d'adja
en
e A et un sommet i, et

retournant la liste de ses voisins.

On admet à présent les 2 théorèmes d'Euler

Theoreme 1 :

Un graphe 
onnexe admet un 
y
le eulérien si et seulement si tous les sommets sont de degré pair.

Theoreme 2 :

Un graphe 
onnexe admet une 
haîne eulérienne entre les sommets A et B si et seulement si A et B

sont les seuls sommets de degré impair.

3. Programmer alors une fon
tion 
y
leEulerien(A) admettant en paramètre une matri
e d'adja
en
e

A d'un graphe 
onnexe et qui renvoie True si le graphe asso
ié admet un 
y
le eulérien, False sinon.

4. Programmer alors une fon
tion 
haineEulerienne(A) admettant en paramètre une matri
e d'adja-


en
e A d'un graphe 
onnexe et qui retourne True si le graphe asso
ié admet une 
haîne eulérienne,

False sinon.

Exer
i
e n

o

5 : Connexité d'un graphe

1. É
rire une fon
tion famille(M,i), de paramètres une matri
e d'adja
en
e M et un sommet i, et

retournant la liste de TOUS les sommets qu'on peut atteindre depuis le sommet i par une 
haîne.
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On pourra utiliser la fon
tion voisins de l'exer
i
e pré
edent, et supprimer à la �n les voisins qui

apparaissent plusieurs fois dans la liste.

2. É
rire en�n une fon
tion 
onnexe(), de paramètres une matri
e d'adja
en
e d'un graphe simple, non

orienté, non pondéré, et qui retourne True si le graphe asso
ié est 
onnexe, False sinon.

III. Algorithme de Dijkstra

Cet algorithme permet de déterminer le plus 
ourt 
hemin entre deux sommets d'un graphe.

Pour la présentation de l'algorithme sur l'étude d'un exemple, voir le pdf donné dans votre dossier de TP.

Pour plus intera
tif, on pourra 
onsulter (ultérieurement le tutoriel) :

https://www.youtube.
om/wat
h?v=k7MsXexTIgE

Exer
i
e n

o

6 : Plus 
ourt 
hemin - Algorithme de Dijkstra

1. On travaille à nouveau sur le graphe pondéré G3.

x0 x2

x4 x5

x1 x3
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Figure 6 � graphe simple non orienté

Appliquer sur papier l'algorithme de Dijkstra pour obtenir le (ou les) plus 
ourt(s) 
hemin(s) du

sommet x4 au sommet x5.

2. On donne 
i-derrière, et dans le dossier du TP, un 
ode de l'algorithme de Dijkstra.

L'analyser et le 
ompléter.
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1 def Di j k s t r a (G, sdebut ) :

2 x , y = np . shape (G)

3 a s s e r t x==y

4 n=x

5 a s s e r t sdebut < n−1

6 d i n f i n i = 1000

7

8 SProv = [ ℄ #Création de l a l i s t e des 
oup l e s [ d , sp ℄

9 #( [ d i s tan
e , sommet pré
édent ℄ ) des sommets prov i so i r ement pondérés ("PP")

10

11 S = [ ℄ #Création de l a l i s t e des sommets marqués

12

13 tab leauAnalyse = [ ℄ #Création du t a b l e au d ' ana lyse

14

15

16 T = l i s t ( range (0 , n ) ) #I n i t i a l i s a t i o n de l a l i s t e des sommets "PP"

17

18 for i in T:

19 SProv . append ( [ d i n f i n i , 0 ℄ ) #Création de l a 1 re l i s t e des 
oup l e s [ d , sp ℄

20

21 SProv [ sdebut ℄ [ 0 ℄ = 0 #La d i s t an 
 e du sommet de début e s t f i x é e à 0

22 SProv [ sdebut ℄ [ 1 ℄ = sdebut #et son préde
e s s eur e s t l u i−même

23

24

25 T. remove ( sdebut ) #Le sommet de début e s t marqué d é f i n i t i v emen t

26 # et don
 en l e vé de l a l i s t e des sommets p r o v i s o i r e s

27 S . append ( sdebut ) #I l e s t a j ou t é à l ' ensemble des sommets marqués

28

29

30

31 #Chaque sommet ad ja
en t e s t marqué du poids de l ' a r ê t e l a r e l i a n t à sdebu t

32 for i in T:

33 print ( i ,G[ sdebut ℄ [ i ℄ )

34 i f G[ sdebut ℄ [ i ℄ != 0 :

35 print ( "Déte
t ion  pour " , i )

36 SProv [ i ℄ [ 0 ℄ = G[ sdebut ℄ [ i ℄

37 SProv [ i ℄ [ 1 ℄ = sdebut

38

39 print ( " I n i t i a l i s a t i o n " , T, SProv )

40

41 #On termine en 
réant l a première l i g n e du t a b l e au d ' ana lyse

42

43 tab leauAnalyse . append ( SProv . 
opy ( ) )

44

45 l i g n e = 0 #l i g n e 
ourante du t a b l e au d ' ana lyse

46

47 while len (T)>0:

48

49 #A vous de 
oder

50

51 return tableauAnalyse , S

3. Coder un proto
ole de test validant la résolution sur papier.
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